LA DERIVATION (APPLICATIONS) Etude de fonctions 
TD : Exercices d'applications et de réflexion avec solutions 


PROF: ATMANI NAJIB 


2BAC SM BIOF 


TD:LA DERIVATION -APPLICATIONS 
Etude de fonctions 


Exercice1 : Soit f (x)=xvȚyx" -x 
Etudier les variations de la fonction f 


Solution : D, =[-x;0]U[I; +f 
Ona: f(x)=x; u(x) avec u(x)=x° -x 
Et on a : u(x)>0 Vre D, —{0;1} 


Donc f est dérivables sur D, -{0:1} 


VreD,-{0;1} PO) 2 2 


NE 4x” —3x 
f'(x) = K sta — T =. 


Puisque : 2Vx°-x+0 VxeD,-{0:1} 


Le signe de f'(x) est le signe de 4x” -3x 


Le tableau de signe de : 4x°-3x est : 


Ona: f'(x)-0 Yx € ]1;+00| et Yx € |; 0f 
donc f est strictement croissante sur |44 +00) 


et sur |-0c0;0| 


l l 
Exercice2 : Soit f (x)= 3" + 5 * -2x 


Etudier les extremums de la fonction f 


Solution : D, =R vxeR f'(x)=x" +x-2 


Le signe de f'(x) est le signe de x” +x-—2 


f'(x)=0S x +x-2=0 


A =9 deux solutions : x =1 et x, = -2 


Donc voici le tableau de variation de f : 


Du tableau de variation de f en deduit que : 
f admet une valeur minimal relatif c'est -Y en 1 
f admet une valeur maximal relatif c'est 10 en -2 


Exercice3 : Soient les fonctions suivantes : 


1) f(x)=3x" -2x+1 2) TORE 


2 
x +x+l 
3) A(x) = — r 
(x-1) 
Etudier les variations de ces fonctions et 
déterminer les extremums s'ils existent 


Solution : 1)D, =R f est une fonction polynôme 


donc dérivable sur R 


VxeR f'(x)=6x-2=2(3x-1) 
Le signe de f'(x) est le signe de 3x-1 
f'(=0S 3-10 x=2 


Donc voici le tableau de variation de f : 
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f' s'annule en l/ en changeant de signe à droite 


et à gauche alors f admet un extremum en V 


Du tableau de variation de f en deduit que : 


f Admet une valeur minimal absolue 


c'est 7 en y donc : Yxe R f()2X%4 

1)D, =R gest une fonction polynôme donc 
dérivable sur R 

VxeR g'(x)=x"-2x+1 =(x-1) 

Puisque : g'(x)>0 etg s’annule seulement en 


x=1] alors la fonction g est strictement croissante 
sur R et g n'admet pas d'extremums 


3)h(x) = 


* il 
(x-1) 


D, =R-{1} = jHo[ u ]i+f 


xeD, ©x-l#0&x#l1 


Puisque h est une fonction rationnelle alors il 


dérivable sur D, 


vxeD, : rer Ca À a à Ca CN 


Ge) 


Puisque: VreR-{3} - 0 Le signe de h'(x) 


l 
est le signe de = 


Donc voici le tableau de variation de h : 
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h' s'annule en-1 en changeant de signe à droite et 
à gauche alors f admet un extremum en-I 
Du tableau de variation de f en deduit que : 


f Admet une valeur maximal relative 
c'est -y en -| 


Exercice4 : Soit la fonction : f (x)=4x" 3x -6x 


Montrer que f est majorée sur l'intervalle : 


I = |—%;1] et minorée sur l'intervalle : r =E; 


et bornée sur l'intervalle : 7, =l- 


Solution : 1)D, =R _f est une fonction polynôme 


donc dérivable sur R 


VxekR f'(x)= 6(2x2-x- 1)= 6(x-1)(2x+1) 


Le signe de f'(x) est le signe de (x-1)(2x+1) 


f'(x)=0< x=1 ou x=- 


Donc voici le tableau de variation de f : 


Du tableau de variation de f on a : 
e fest croissante sur [ot et décroissante 
2 


sur El en deduit que f Admet une valeur 
2 


| l id 
maximal en = 0 1 c'est a donc : 


IN 


Vxel, : f(x)<— donc que f est majorée sur 


NES 


l'intervalle : 7, = |-%;1| par f 
e fest décroissante sur -ia et croissante 


sur [+0] en deduit que f Admet une valeur 
minimal en 1 sur 7, c'est -5 donc : 

Vrel, : -5< f(x) donc que f est minorée sur 
l'intervalle : 7, par -5 

Exercices :Soit la fonction f définie sur 7 =[0; 7] 


par : f(x)=sinx Étudier la concavité de la 


courbe de f et déterminer les points d'inflexions 
s'ils existent sur 7 


Solution : Vxe[0:;7| 
f'(x)= (sin? x) =2(sin x) (sin x) = 2 cos xsin x 
f'(x)=sin2x= f'(x)=2cos2x Vxe[0;7] 


f'(a) 08 cov2x 0 26e E tk exe T4 


Et kez donc les solutions sont : x= et s=% 


wE [0; z] =V [O; 27 | 


(C, }est convexe sur oZ [o?z 
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(C, est concave sur | 37,37 | et Ars et 
4/4 4 2 


En sont les points d'inflexions de (C 
4 2 
Exercice6 : Soit f la fonction définie par : 
f(x) =V/x-x"  1)Déterminer D, 
1 
2) montrer que la La droite (A): x = à est un axe 


de symétrie de la courbe Cf 
Solution :1)On a : f(x)=vVx-x 


D; 


={xeR/x-x > 0} 
x—x =0S x(1-x)=08 x=loux =0 


Tableau de signe : 


donc : D, =[0,1] 
2)a) montrons que : si x€ D, =[0,1] alors 
1l-xeD,7? 
xeD,=[0,1[=0<x<1=-1<-x<0=1-1<1-x<1 
Donc : xeD,=0<1-x<1=1-xeD, 
b) montrons que : f(1-x)= f(x) ff 


fi-x)=J(-2)- (1-2) = Ji-x-(1-2x+ x°) 
= 1-x-1+2x- x" = Vx- x = (x) 


1 
Donc : La droite (A): x = 5 est un axe de 


symétrie de la courbe Cf 
Exercice7 : Soit f la fonction définie par : 


f(x)=sinx-cos x . Montrer que le point EN) 


est un centre de symétrie de(C, ) 


IC 


Solution : a)onasi xeR alors 2-x=-xeR 4) étudier les variations de f et dresser le 


b) montrons que : 1 =2x0- f (x) ?? tableaux de variation de f 


5) déterminer les points d'intersections de(C,) 


f R = Sin LE — COS Tay = COS X — Sin x 
> ONCE > g avec l'axe des abscisses f 


P | 1l 
donc [7x =2x0-f(x) VreR 6) montrer que la droite d'équation x = 3 est un 
axe de symétrie de(C,) 


donc le point Q 0 est un centre de symétrie de ( C 
p É ! (c) 7) tracer la courbe (C,) 


Exercice8 : Soit f la fonction définie par : Solution : 1)x€ D, © x#0et x#1 
f (x) = x" /1+ x 

donc : D, = |=; 0f L ]0;1[ o J1; +| 
1. étudier la dérivabilité de f a droite en x, =-1. 


2) étude des branches infinies de la courbe (C, ) 
2. donner une interprétation géométrique 


| POS | 
Solution : D, =[-1,+0| a) lim f (x)= lim2+- =2 
| a SN 
ND one PTT 
1) im AIO) jm 2 — U — x a 
xl Sa xl 
i i = Car : lim f (x)= lim —-—=0 


2 
f 4 (Vi+x) | à (1+x) ji x l 
= im ——— = Im ———— = lm = 
x f (x+1)V1+x xl (x+1)V1+x el tx O 


Donc f n'est pas dérivable a droite en x, =-1. 


=+% |[Donc: lim f(x)=2 et lim f(x)=2 


La droite (À): y=2 est une asymptote horizontal 


2)Interprétation géométrique : a la courbe Cf au voisinage de + 


La courbe Cf admet une demi-tangente verticale |b) on a lim = +00 et lim CR et im2-— = 
x>0 xX x>0 xy x—0 X — 


à droite du point A(-1; f (-1)) dirigée vers le haut donc lim f(x)=+ et lim f(x)=-00 
x—0" x—0" 


x)- f(-1 AE aa 
Car : im CO) (xt) donc La droite (A): x=0 est une asymptote 
ee ael a la courbe Cf 
| | | ne a l 1 1 
Exercice9 : soit f une fonction définie par : c) ona a et e aF =3 
f(x)=2++-— donc lim f (x) =—0 et lim f (x) = +00 


donc La droite (A °): x=1 est une asymptote 
a la courbe CF 3) étude de la position de courbe 


2) étudier les branches infinies de la courbe (C, ) (C, avec son asymptote horizontal (Yx c D, ) 


1) déterminer D, ensemble de définition de f 


3) étudier la position de courbe (C, }avec son Go) 
Sd E 
asymptote horizontal p. x x-1 x(x-1) x(x-1) 
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I 


si xe |0;1| alors f(x)-2=0 || 
Donc la courbe Cf est au- dessus de (A): y =2 

si xe]-v;0[ V ļl;+| alors f(x)-2<0 

Donc la courbe Cest au-dessous de (A): y =2 =2 


5) déterminons les points d'intersections de(C,) "hr 


avec l’axe des abscisses : (vx e D ;) Fa = (0.37, PT 37 D 


1 l 2x2- x-1 
x)=0 6 2+—--—— = Z 
f=) x x-1 x(x—1) 
ER 1B Exercice10 : Soit f la fonction définie par : 
2x2—-x-l=0 6 x= OÙ x= ——— 
2 2 f(x)=ĒȚ4x -x-2 
Donc les points d'intersections de(C,) avec l'axe |1)Déterminer D, 


ENE 


des abscisses sont : EE le B 


a 2) Déterminer les limites aux bornes de D, 


i 3) étudier les branches infinies de la courbe (C, ) 
6) montrons que la droite d'équation x= P est un 
4) étudier la dérivabilité de f adroite de 2 


axe de symétrie de(C,) : PET 


On a : D,=]-;0[ Y ]0:1[ o Ji; +f 5) étudier les variations de f et dresser le 
a) si xe D, alorsi-xe D, en effet : tableaux de variation de f 
xeR-{0;1}=>x#0 et xz1 6) tracer la courbe (C;) 


=>—x #0 et -x +-l >l-x#1 et 1l-xZ40 Solution :1) D, =ÍxeR/x -x-220} 


alors 1- x € R -{0;1} 
A=b -4ac=(1} -4x2x(-1)=1+8=9=(3) >0 
b) montrons que : f(1-x)= f (x) Vx e R- {0;1} $$9$ 
i | x =-1 et x, =2 


A | 
1—x 1—-x-1 1—x x x—1 x 


donc f{(1-x)= f (x) VxeR-{0:1} 


1 
donc la droite x — 7 est un axe de symétrie de la 


courbe Cf 
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2)ona:VxeD, 


— (0) 
f(x)= x? — x— = |x] 1 + + 


i m lim Aoa 
X—>—00 X X X—> +00 X X 


Et puisque : lim 
lim f(x)=+% et lim f(x) =+% 


Alors : 
3) étude des branches infinies de la courbe (C, ) 


au voisinage de —œ et +00 


AL 


D: 
lim FC) | him —=— = 4 = lii TOE AA = 
X—> +00 X X—> +00 X X—> +00 X X 
(Nx? -x-2 + x) (VX — x 2-x) 
lim F(x)- x= lim 
di SE eee 
2 
—x—2 en. 1 
x" —x—2+x 1-1 2, 
x x2 


Donc : la droite y= rest une asymptote 


oblique à la courbe Cf au voisinage de + 
f(x) | D 2 
X 


= Jim — ,/1 —— = —1l 
X—> +00 X X 


X => 0 


lim f(x)+x= lim 


2 
E —-— i 
lim f(x)- x= lim -== = lim ——Û“——— 
ae D A 1 2 2 
—,[———-— -1 
x xX? 


Donc : la droite y=-x+ est une asymptote 
oblique à la courbe Cf au voisinage de —œ 
4) étudie de la dérivabilité de f adroite de 2 


et à gauche de -1 


— es 2 ps 
li f(x)- f1) im e Se. 
x>- x+1 xt x+] 1>- ax -x-2 
im OAO) im VE Lim 241 o 
x—>2* x—?2 xl" X— xl" x? — x—2 


Donc f n'est pas dérivable à droite de 2 
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et à gauche de -1 
Alors la courbe Cf admet une demi-tangente 


verticale aux points A(—-1.0) et B(2.0) 
5) étude des variations de f et le tableaux de 
variation de f ? 


x -x-2- 08 Vxe |; -1[ Y ]2;+f 


i 2 _)\ E 
Donc : f'(a)= (V x2] O Canea 2 a 
Ia a- wra 
2x—] 1 
f x | = —= Vx E |-0;-] © srl 
(x) d Ju E 


Le signe de f'(x) est celui de : 2x-1 


ZA CE 


DE a 7 


(Cf) 


Exercice11 : soit f une fonction définie sur R 

F(x)=x-1+3V1- x; si...x <1 

f(x)= Gers arctan Les 
x 


ar: 
i...l >x 


(C, ) La courbe de f dans un repére orthonormé 
1)a)monter que f est continue en x =1 


b) étudier la dérivabilité de f en x, =1 et donner 


une Interprétation géométrique du résultat : 
2)a) calculer les limites suivantes : 


IO 


lim f(x) et lim 7 (9 

b) monter que la courbe de f admet une 
asymptote oblique d'équation (A): y=x au 
voisinage de +% 


c)Étudier les branches infinies de (C 


s) au 


voisinage de —- 


3)a)étudier les variations de f sur 7 = |—%;1[ 
b) donner le tableau de variation de f'sur 
K=|1;+0| et en déduire les variations de f sur K 


4) soit g la restriction de f sur J = |-;0] 


a)Montrer que g est une bijection de J vers un 


intervalle L que l’on déterminera 

b) résoudre dans R'léquations suivante : 
-3-2=0 et déterminer : g ‘(-2) et (8) (2) 
c)Représenter (C,) et oS dans le même 
repére orthonormé. 


Solution :ona f(1)=0 


1)a) lim f(x)= lim (1) arctan L =0= f(1) 
xl X 


x> 
Donc f est continue à droite en x =1 
lim f (x) = lim x-1+3}/1- x =0= f (1) 
Donc f est continue à gauche enx =1 


Donc f est continue enx =1 


eb) étude de la dérivabilité de f à droite en x,=1 


f(x) W 
1 


x—> 


= A 
j X 4 
Donc f est dérivable à droite en x, =1et posi 
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Interprétation géométrique du résultat : 
La courbe de f admet une demie tangente à droite 


de A(1, 0).de coefficient directeur f (= 
d'équation: y = f(1)+f,(1)(x-1) avec x21 

T T 
[HE -9e (r):»=(1+2)¢-) avec x>1 
e étude de la dérivabilité de f à gauche en x, =1 


X — 


| l 
= lim 1-3; ———— = -00 
x] \|(1-x} 


Donc f n'est pas dérivable à gauche en x, =1 


lim lim1+3 


x] 


Interprétation géométrique du résultat : 
La courbe de f admet une demie tangente vertical 
a gauche de A1, 0) 


2)a) lim f(x)= lim x—1+3V1- x 
l ļ-x | 1— x 
= Jim x-1-3x; z= malri re 
x—>—0 (—x) Ver. (—x) 
On a lim aras =0 donc lim f (x) =—% 
X——0 —y X——00 


lim f(x)= lim (=D 1 arctn L = +00 


X—+00 X—+00 xX 


Car : limx-1=+ et a ti 


X—+00 X—+00 xX 


b) lim f(x)-x= lim (x-1) 1+arean+)- x= 


X—+00 X—+00 xX 


, 1 1 
= Jim xarctan — — 1 — a rctan — 
X—> +00 X X 


| | 
lim xarctan — = ?? 
x—+0 


| 1 
Ona: lim arctan—=0 on calcule 
x x X 


—> +00 


l l l 
On pose : t =arctan— donc: tan t = — <% x = — 
X X tan t 
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ss CES i donc f’ est dérivable sur K(la somme de 


P fonctions dérivables sur K) 


. 1 | 
lim xarctan — = lim 


-—] ) 
x—> +00 X t—>0 fan t = 
f'(x)= x? Maaa Vxe K =|1;+ļ 
Donc : lim f(x)-x=0 ul (x2+1) (x2+1) 
x—> +0 F 


Donc :la courbe de f admet une asymptote o 
donc f' est décroissante sur K 


oblique d'équation (A): y =x au voisinage de +% 
et puisque f' est continue sur K alors : 


c) m eiel z 
x>- á ě y x—>—0 xX (—x) 


X—> +00 


JT 
"(K = [lim T JA TE donc f'(x)>0 
lim f(x)-x= lim-1+3V1- x = +00 À j f'(i) 4 À ) 
la courbe de f admet une branche parabolique Vxe K =|l;+0o] donc f est croissante sur K 
dans la direction de la droite (A):y=x au 


voisinage de - Le tableau de variation de f'sur K=[1+| est : 


3)a)étude des variations de f sur 7 = |—%;1[ 


Ona: f(x)=x-1+3V1- x si x<1 est dérivable 


sur I = |—%;1| (la somme de fonctions dérivables) 


sur 1 


| > , [daona: g(x)=f(x)=x-1+3V1-x vreJ 
Yx e |-00;1[ f'(x)=1+3x7(1-x) (1-x) 3 =1-(1-x) 3 


D'après les questions précédentes on ag est 


f'(x) = et puisque : à da) - 0 continue et strictement croissante sur J alors 
2 


g est une bijection de J vers un l'intervalle 


K =g(J)= |lim g;g (0) |=1-:2] 
J(1-x) 21e (1-2) 216 (1-2) -120 &-x(2-x)20 bon a t=2 est une solution de l'équation : 


vrel-x;1[ le signe de f'(x) est celui de : {1-x) -1 


TV “de variations de f t —3—-2—( la division euclidienne donne : 


2 . 
bjon a f est dérivable sur f—31-2=(1-2)(1+1) une solution de 


K =[L+00| (la somme 


l'équation :1°—3r—-2=0 dans R* est S ={2} 


de fonctions 


dérivables sur K) on pose: g (-2)=x&-2=g(x) et xeJ 


x—] 


l 
Vxe K =|1;+ļ f'(x)=1+ arctan = donc: x—-1+3ÿ/1-x=-2 et xeJ 


x2+] 


on pose : {= #/1-x donc: —3—-2=0 ett>1 


100 
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D'après les questions précédentes : t =2 


D) f(z +a)= 2002 + x)4 À) +200 2x4 27 + À) 
Donc : x=1-# =-7 donc: g (-2)=-7 


TT 
Et puisque : g'(-7) 0 alors on a : f(r+x)= 2cos[ 2x4 F) = f(x) 
Pe 1 Donc : f est périodique de période T =~ 
7) (2e g'(g"'(-2)) 8) 
Remarque : la fonction : x—cos(ax+b) est 
l 
Et puisque : g (x)=1- -= périodique de période T a Si a+#0 
I(1—x) al 


Un domaine d'étude de f 


Alors : g(-1)=2 donc : (87) (-2)= 


w | > 


il suffit d'étudier f sur un intervalle de longueur T = x 


donc par exemple : D, =[0;7] 
3) f'(x) et le tableaux de variation de f ? 


f est dérivable surR et vxeR ona: 


f'(x)= 2x-2sin( 2+2] = 4sin( 2x42) 


Etude du signe de f'(x)sur D, =[0;7] 


x e[0; rle0<x<re sZ 


| | P: On utilisant le cercle trigo en deduit le signe de 
Exercice12 : soit f une fonction définie par : irig 9 


P 


sin( 2x4 z) Le tableau de signe de sesti) 


f(x)= zoos 2x2] 


est : 
1) déterminer D, ensemble de définition de f 
le tableau 
2) montrer que f est périodique de période de variation de f : 


T = xz et en déduire le domaine d'étude de f 


3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de 


4) du tableau de 
variation de f 


variation de f :on deduit que f change de signe n 
4) tracer la courbe {C,) sur l'intervalle [-7;7] 


| sur les intervalles Ç | et ES ka cad (C, ) 
Solution :1) D, =R 8 8 8 


2)a)si xe R alors z+xekR coupe l'axe des abscisses 
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1O 


On va résoudre dans rjo l'équation : f (x)=0 
8 


IT 
Ona: pe cos 2x4 © )-0 


xel T m 97 


On trace la courbe {C,) sur l'intervalle D, =[0;7] 


Et on deduit le reste par les translations de 


vecteurs kzi kez 


Exercice13 : soit f une fonction définie par : 


f(x) = sinx 


2+cosx 


1) déterminer D, ensemble de définition de f 


2) montrer qu'il suffit d'étudier f sur [0; 7] 


3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de 


variation de f 


4) tracer la courbe {C,) sur l'intervalle [-27:;27] 


Solution :1)D, =R car 2+cosxz0 VreR 


2) Un domaine d'étude de f 


a)si xe R alors 27+xEeR 


VTT Cat DS sin x = f (x) 


p 2+cos(27+x) | 2+cosx 


Donc : f est périodique de période T =27 


il suffit d'étudier f sur un intervalle de longueur 


T =2r donc par exemple : D=[-7x;x| 


Etudions la parité de f ? 
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sin (—x) Sin X , 
E E S =— Donc f est impair 
À x) 2+cos(—x) 2+cosx A f : 


Donc il suffit d'étudier f sur D, =[0;7] 


3) f est dérivable sur D, =[0;7] et Yx e€ D, 


ona: 


f'(x) 


cos x(2+ cos x)+sin xxsin x 2cosx+1 


(24 cosa} G+cosx) 
Etude du signe de f'(x)sur D, =[0;7] 

Le signe de f'(x)est celui de : 2cosx+1 
2cosx+120 € cosx> > Et xe[0;7]Donc : 


2e0s 120 68 xe] 0: | 


Exercice14 : soit f une fonction définie par : 


f (x) = 4sin x+cos 2x 

1) déterminer D, ensemble de définition de f 

2) montrer que f est périodique de période 

T =2ret en déduire le domaine d'étude de f 

3) déterminer f'(x) et dresser le tableaux de 
variation de f 

4)donner l'équation de la tangente (T )a la courbe 


de f en en x, =0 
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5) calculer f"(x) en fonction de sin x 


6)déterminer les points d’inflexions de la courbe(C,) 


7) tracer la courbe (C,) sur l'intervalle [-27:;47] 
Solution :1) D, =R 

2)a)si xe R alors 27+xEeR 

b) f(27+x)=4sin(x+27)+cos(2{x+2x)) 

f (2m =+ x)= 4sin x+cos(2x)= f(x) 

Donc : f est périodique de période T=27 


Un domaine d'étude de f 


il suffit d'étudier f sur un intervalle de longueur 
F=27 


donc par exemple : D, =[0;27| 


f est dérivable sur D, =[0;27] et VreD, 
ona: f'(x)=4cosx-2sin(2x)=4cosx-4cos xsin x 
f'(x)=4cosx(1-sin x) 


Etude du signe de f'(x)sur D, =[0;27] 


Ona:1-sinx>0 


f'(x)=0 & cosx(1-sinx)=0 & cos x = O.ou.1-sin x =0 


| | T 
aaan Donc : 


TT 
2 


4) équation de la tangente (T)a la courbe de f 
enen x,=0 est: y= f(0)+f'(0)(x-0) 
Avec : f'(0)=4 et f(0)=1 donc : y=4x+1 


5) calcule de f”(x) en fonction de sinx : 
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On a f'(x)=4cosx-2sin(2x) Donc : VreR 
f'(x)=-4sin x-4cos(2x)=-4sin x—4(1-2sin2x) 
f'(x)=8sin2x-4sinx—4=4(sin2x-sinx-1) 
Etude du signe de f'(x)sur D, =[0;27| 


On pose : X =sinx donc : X ef[-1:1|et l'équation 
X2-X-1=0 

l 
X, T2 et X, =q 


sin2x—sin x—1=0 devient : 


A =9 les solutions sont : 


Donc : f"(x)=8(sin x- (sinx 


On a: sinx-1<0 YxeR 
En utilisant le cercle trigo en deduit que : 


A 1 : 1 
A nee non a 


(C, Jest convexe sur Z Ha 
6° 6 


(C, est concave sur |0,77 [LIT ,,, | et dZ -| 
6 6 62 


et E + sont les points d'inflexions de (C,) 


7) La courbe (C,) sur l'intervalle [-27;47] 


C'est en forgeant que l'on devient forgeron » Dit 
un proverbe. C'est en s'entrainant régulièrement 
aux calculs et exercices Que l'on devient un 

mathématicien 
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